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Ñáîðíèê ñîäåðæèò ìàòåðèàëû äëÿ ïðîâåäåíèÿ III ýòàïà XXXVIIIÂñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå. Çàäàíèÿ ïîä-ãîòîâëåíû Ôåäåðàëüíîé ìåòîäè÷åñêîé Êîìèññèåé ïî ìàòåìàòèêå Âñå-ðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ.Ñáîðíèê ñîñòàâèëè: Í.Õ. Àãàõàíîâ, À.À. Àäóåíêî, À.Â. Àêî-ïÿí, À.Â. Àíòðîïîâ, Ä.Ñ. Áàáè÷åâ, À.À. Áàãàí, À.ß. Áåëîâ-Êà-íåëü, Í.Â. Áîãà÷¼â, È.È. Áîãäàíîâ, Â.À. Áðàãèí, �.À. �èìàäååâ,Î.Þ. Äìèòðèåâ, Â.Ë. Äîëüíèêîâ, Ñ.À. Äîðè÷åíêî, Ì.À. Åâäîêè-ìîâ, Ë.À. Åìåëüÿíîâ, �.Ì. Èâàíîâ, Ô.À. Èâëåâ, Ï.À. Êîæåâíè-êîâ, Ï.Þ. Êîçëîâ, Ì.À. Êóíãîæèí, È.Â. Ìàêàðîâ, Å.�. Ìîë÷àíîâ,Ì.Â. Ìóðàøêèí, Î.Ê. Ïîäëèïñêèé, À.À. Ïîëÿíñêèé, Ê.À. Ïðàâåä-íèêîâ, Â.À. Ñåíäåðîâ, Ä.À. Òåð¼øèí, Ñ.È. Òîêàðåâ, Á.Â. Òðóøèí,Ê.Â. ×óâèëèí, Â.Ç. Øàðè÷, Â.À. Øìàðîâ.Â ñêîáêàõ ïîñëå êàæäîé çàäà÷è óêàçàíà �àìèëèÿ åå àâòîðà.Êîìïüþòåðíûé ìàêåò: È.È. Áîãäàíîâ.
Ìåòîäèêà è ñèñòåìà îöåíèâàíèÿ (ïðîâåðêè) ðåãèîíàëüíîãîýòàïà Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå2011�2012 ó÷åáíîãî ãîäà.Îëèìïèàäà ïðîâîäèòñÿ â äâà äíÿ (òóðà) � 27 è 28 ÿíâàðÿ 2012 ãî-äà. Çàäàíèÿ êàæäîãî òóðà ñîäåðæàò ïî 4 çàäà÷è äëÿ êàæäîé âîçðàñò-íîé ãðóïïû. Êàæäûé òóð îëèìïèàäû äëèòñÿ 4 ÷àñà.�åøåíèå êàæäîé çàäà÷è îöåíèâàåòñÿ öåëûì ÷èñëîì áàëëîâ îò 0äî 7. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ, êîòîðîå ìîæåò ïîëó÷èòüó÷àñòíèê, ðàâíî 56 (28 � I òóð, 28 � II òóð).Çàäàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îëèìïèàä ÿâëÿþòñÿ òâîð÷åñêèìè, äî-ïóñêàþò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðåøåíèé. Êðîìå òîãî, íåîá-õîäèìî îöåíèâàòü ÷àñòè÷íûå ïðîäâèæåíèÿ â çàäà÷àõ (íàïðèìåð, ðàç-áîð âàæíîãî ñëó÷àÿ, äîêàçàòåëüñòâî âñïîìîãàòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ,íàõîæäåíèå ïðèìåðà è ò.ï.). Íàêîíåö, âîçìîæíû ëîãè÷åñêèå è àðè�-ìåòè÷åñêèå îøèáêè â ðåøåíèÿõ. Îêîí÷àòåëüíûå áàëëû ïî çàäà÷åäîëæíû ó÷èòûâàòü âñ¼ âûøåïåðå÷èñëåííîå.Íèæå ïðèâåäåíà ñòàíäàðòíàÿ ìåòîäèêà îöåíèâàíèÿ ðåøåíèé.



Áàëëû Ïðàâèëüíîñòü (îøèáî÷íîñòü) ðåøåíèÿ7 Ïîëíîå âåðíîå ðåøåíèå.6�7 Âåðíîå ðåøåíèå, íî èìåþòñÿ íåáîëüøèå íåäî÷¼òû, â öå-ëîì íå âëèÿþùèå íà ðåøåíèå.5�6 �åøåíèå â öåëîì âåðíîå. Îäíàêî îíî ñîäåðæèò îøèáêè,ëèáî ïðîïóùåíû ñëó÷àè, íå âëèÿþùèå íà ëîãèêó ðàñ-ñóæäåíèé.3�4 Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ðåøåíèå çàäà÷è äåëèòñÿ íà äâå ðàâ-íîöåííûå ÷àñòè � ðåøåíèå îäíîé èç ÷àñòåé.2�3 Äîêàçàíû âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, ïîìîãàþùèåâ ðåøåíèè çàäà÷è.0�1 �àññìîòðåíû îòäåëüíûå ñëó÷àè ïðè îòñóòñòâèè ðåøå-íèÿ.0 �åøåíèå íåâåðíîå, ïðîäâèæåíèÿ îòñóòñòâóþò.0 �åøåíèå îòñóòñòâóåò.Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ëþáîå ïðàâèëüíîå ðåøåíèå îöåíèâàåòñÿ â7 áàëëîâ. Íåäîïóñòèìî ñíèìàòü áàëëû çà òî, ÷òî ðåøåíèå ñëèøêîìäëèííîå, èëè çà òî, ÷òî ðåøåíèå øêîëüíèêà îòëè÷àåòñÿ îò ïðèâåä¼í-íîãî â äàííîé ìåòîäè÷åñêîé ðàçðàáîòêå èëè îò äðóãèõ ðåøåíèé, èç-âåñòíûõ æþðè. Â òî æå âðåìÿ ëþáîé ñêîëü óãîäíî äëèííûé òåêñò ðå-øåíèÿ, íå ñîäåðæàùèé ïîëåçíûõ ïðîäâèæåíèé, äîëæåí áûòü îöåíåíâ 0 áàëëîâ.Íèæå ïðèâåäåíû îòâåòû è ðåøåíèÿ çàäà÷ îëèìïèàäû. Â êîììåí-òàðèÿõ ê çàäà÷àì óêàçàíû êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ (â áàëëàõ) íåêîòîðûõïðåäïîëàãàåìûõ îøèáîê è ÷àñòè÷íûõ ïðîäâèæåíèé. Çàìåòèì, ÷òî ðà-áîòà ó÷àñòíèêà, ïîìèìî ïðèâåä¼ííûõ, ìîæåò âêëþ÷àòü äðóãèå ñîäåð-æàòåëüíûå ïðîäâèæåíèÿ, êîòîðûå äîëæíû áûòü îöåíåíû äîïîëíè-òåëüíî. Æåëàåì óñïåøíîé ðàáîòû!Àâòîðû è ñîñòàâèòåëè ñáîðíèêà© Àâòîðû è ñîñòàâèòåëè, 2012© È.È. Áîãäàíîâ, 2012, ìàêåò.



XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÓñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷9 êëàññ9.1. Íà äîñêå íàïèñàíû íåñêîëüêî ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî êâàäðàò ëþ-áîãî çàïèñàííîãî ÷èñëà áîëüøå ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ äðó-ãèõ çàïèñàííûõ ÷èñåë. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë ìî-æåò áûòü íà äîñêå? (È. Áîãäàíîâ)Îòâåò. 3 ÷èñëà.�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñåë õîòÿ áû ÷åòûðå, è a�÷èñëî ñ ìèíèìàëüíûì ìîäóëåì. Èç îñòàëüíûõ ÷èñåë õîòÿ áûäâà èìåþò îäèí çíàê (îáà íåîòðèöàòåëüíû èëè îáà íåïîëîæè-òåëüíû). Îáîçíà÷èì èõ b è c; òîãäà bc = |bc| > |a|2 = a2, ÷òîïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.Îñòàëîñü ïðèâåñòè ïðèìåð òð¼õ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõóñëîâèþ. Ïîäõîäÿò, íàïðèìåð, ÷èñëà 1, 2,−3.Êîììåíòàðèé. Îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ (èëè ñ ðàññìîòðåíè-åì ëèøü êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ) � 0 áàëëîâ.Ïîêàçàíî, ÷òî ÷èñåë íà äîñêå íå áîëüøå òð¼õ � 4 áàëëà.Ïðèâåä¼í ïðèìåð òð¼õ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ çà-äà÷è � 2 áàëëà.9.2. Îêðóæíîñòè ω1 è ω2 êàñàþòñÿ âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êå P . ×å-ðåç öåíòð ω1 ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ ℓ1, êàñàþùàÿñÿ ω2. Àíàëîãè÷íî,ïðÿìàÿ ℓ2 êàñàåòñÿ ω1 è ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð ω2. Îêàçàëîñü,÷òî ïðÿìûå ℓ1 è ℓ2 íåïàðàëëåëüíû. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà P ëå-æèò íà áèññåêòðèñå îäíîãî èç óãëîâ, îáðàçîâàííûõ ℓ1 è ℓ2.(Ë. Åìåëüÿíîâ)�åøåíèå. Ïóñòü O1, r1 è O2, r2 � ñîîòâåòñòâåííî öåíòðûè ðàäèóñû îêðóæíîñòåé ω1 è ω2, à K � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ℓ1è ℓ2. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà P ëåæèò íà îòðåçêå O1O2 è äåëèò åãîâ îòíîøåíèè r1 : r2.Îáîçíà÷èì ÷åðåç P1 òî÷êó êàñàíèÿ ℓ2 è ω1, à ÷åðåç P2òî÷êó êàñàíèÿ ℓ1 è ω2. Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè KO1P1è KO2P2 ïîäîáíûå ïî îñòðîìó óãëó ïðè âåðøèíå K. Çíà÷èò,
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. Òàêèì îáðàçîì, â òðåóãîëüíèêå KO1O2 òî÷-4



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíü
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�èñ. 1 �èñ. 2êà P , ëåæàùàÿ íà ñòîðîíå O1O2, äåëèò å¼ â îòíîøåíèè, ðàâíîìîòíîøåíèþ ïðèëåæàùèõ ñòîðîí KO1 è KO2. Èç ýòîãî ñëåäóåò,÷òî P � îñíîâàíèå áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà KO1O2.Çàìå÷àíèå. Â çàäà÷å âîçìîæíû äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàç-ëè÷íûõ ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê è ïðÿìûõ. Îíè ïîêàçàíûíà ðèñ. 1 è ðèñ. 2. Ïðèâåä¼ííîå ðåøåíèå íå çàâèñèò îò ñëó÷àåâ.Êîììåíòàðèé. Åñëè âåðíî ðàçîáðàí îäèí èç ýòèõ äâóõ ñëó-÷àåâ � 7 áàëëîâ.9.3. Çà êðóãëûì ñòîëîì ñèäÿò 30 ÷åëîâåê � ðûöàðè è ëæåöû (ðûöà-ðè âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à ëæåöû âñåãäà ëãóò). Èçâåñòíî, ÷òî óêàæäîãî èç íèõ ðîâíî îäèí äðóã, ïðè÷åì ó ðûöàðÿ ýòîò äðóã �ëæåö, à ó ëæåöà ýòîò äðóã � ðûöàðü (äðóæáà âñåãäà âçàèìíà).Íà âîïðîñ ¾Ñèäèò ëè ðÿäîì ñ âàìè âàø äðóã?¿ ñèäåâøèå ÷åðåçîäíîãî îòâåòèëè ¾äà¿. Ñêîëüêî èç îñòàëüíûõ ìîãëè òàêæå îòâå-òèòü ¾äà¿? (Ïåðå÷èñëèòå âñå âàðèàíòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõíåò.) (Ñ. Àãàõàíîâ)Îòâåò. 0.�åøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå ñèäÿùèå çà ñòîëîìðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû äðóçåé; çíà÷èò, ðûöàðåé è ëæåöîâ ïîðîâ-íó. �àññìîòðèì ëþáóþ ïàðó äðóçåé. Åñëè îíè ñèäÿò ðÿäîì, òîðûöàðü íà çàäàííûé âîïðîñ îòâåòèò ¾äà¿, à ëæåö � ¾íåò¿. Åñ-ëè æå îíè íå ñèäÿò ðÿäîì, òî èõ îòâåòû áóäóò ïðîòèâîïîëîæ-íûìè. Â ëþáîì ñëó÷àå ðîâíî îäèí èç ïàðû äðóçåé äàñò îòâåò¾äà¿. Çíà÷èò, ïðè ëþáîé ðàññàäêå âñå îñòàëüíûå 15 îòâåòîâ áó-äóò ¾íåò¿. 5



XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâÊîììåíòàðèé. Îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ (èëè ñ ðàññìîòðåíè-åì ëèøü êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ) � 0 áàëëîâ.9.4. Öåëûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m è n÷èñëî am2 + bn2 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì. Äîêàæèòå, ÷òî
ab = 0. (À. �îëîâàíîâ)�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. ßñíî, ÷òî òîãäà ÷èñëà
a è b íàòóðàëüíûå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè, ñêàæåì, a < 0, òî, ïîä-ñòàâëÿÿ m = 2|b|, n = 1, ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî 4ab2+b·1 = b(4ab+
+1) äîëæíî áûòü êâàäðàòîì íåêîòîðîãî ÷èñëà x. Ñ äðóãîé ñòî-ðîíû, åñëè a < 0, òî ÷èñëà b è 4ab+ 1 èìåþò ðàçíûå çíàêè, òàê÷òî x2 < 0. Ýòî íåâîçìîæíî.Ïîäñòàâèì òåïåðü m = 2b, n = 1 è m = 2b, n = 2. Ïîëó÷èì,÷òî 4ab2 + b = x2 è 4ab2 + 4b = y2 ïðè íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ
x, y. ßñíî, ÷òî y2 > x2 > 4b2, ïîýòîìó y > x > 2b. Íî òîãäà
3b = y2−x2 = (y−x)(y+x) > 1·4b, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïîëó÷åííîåïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî ÷èñëà a è b íåîòðè-öàòåëüíû � 1 áàëë.
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�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíü10 êëàññ10.1. Äàíû äåñÿòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ëþáûå äâà èç êîòîðûõ ðàç-ëè÷íû. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ ëèáî òðè ÷èñëà, ïðî-èçâåäåíèå êîòîðûõ áîëüøå ïðîèçâåäåíèÿ êàêèõ-íèáóäü äâóõ èçîñòàâøèõñÿ, ëèáî òðè ÷èñëà, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ áîëüøå ïðî-èçâåäåíèÿ êàêèõ-íèáóäü ÷åòûðåõ èç îñòàâøèõñÿ. (À. �îëîâàíîâ)Ïåðâîå ðåøåíèå. Âîçüìåì ëþáûå 5 èç äàííûõ ÷èñåë:
a, b, c, d, e. Åñëè abc > de, òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è âåðíî. Åñëèæå de > abc, âîçüìåì åùå äâà ÷èñëà f è g. Ïóñòü ñêàæåì f > g.Òîãäà def > abcg; çíà÷èò, è â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå çàäà÷èâåðíî.Âòîðîå ðåøåíèå. Óïîðÿäî÷èì äàííûå ÷èñëà ïî óáûâàíèþ:
a1 > a2 > . . . > a10. Òîãäà a1a2a3 > a4a5a6. Åñëè a6 > 1, òî
a1a2a3 > a4a5. Èíà÷å a6 < 1, îòêóäà a7 < 1, è, çíà÷èò, a1a2a3 >

> a4a5a6 > a4a5a6a7.Çàìå÷àíèå. Èç âòîðîãî ðåøåíèÿ âèäíî, ÷òî a1a2a3 áîëüøåëèáî ïðîèçâåäåíèÿ ëþáûõ äâóõ èç îñòàâøèõñÿ ÷èñåë, ëèáî ïðî-èçâåäåíèÿ ëþáûõ ÷åòûðåõ èç îñòàâøèõñÿ.10.2. Äàí âûïóêëûé øåñòèóãîëüíèê ABCDEF . Èçâåñòíî, ÷òî
∠FAE = ∠BDC, à ÷åòûðåõóãîëüíèêè ABDF è ACDE ÿâëÿ-þòñÿ âïèñàííûìè. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå BF è CE ïàðàëëåëü-íû. (À. Àêîïÿí)
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FK�èñ. 3
�åøåíèå. Ïóñòü K � òî÷êà ïå-ðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ AE è BF . Ïî-ñêîëüêó ÷åòûð¼õóãîëüíèêè ABDFè ACDE âïèñàííûå, ìû èìååì

∠AFB = ∠ADB è ∠ADC = ∠AEC.Îòñþäà è èç óñëîâèÿ çàäà÷è ïîëó-÷àåì ∠AKB = ∠AFB + ∠FAE =
= ∠ADB + ∠BDC = ∠ADC =
= ∠AEC. Èòàê, ∠AKB = ∠AEC.Ýòî è çíà÷èò, ÷òî BF ‖ CE.10.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë a1, a2, . . . çàäàíà óñëîâèÿìè a1 = 1,
a2 = 143 è an+1 = 5 ·

a1 + a2 + . . . + an

n
ïðè âñåõ n > 2. Äîêàæè-7



XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâòå, ÷òî âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � öåëûå ÷èñëà.(Ì. Ìóðàøêèí)Ïåðâîå ðåøåíèå. ×èñëî a3 = 5 ·72 = 360 öåëîå. Ïðè n > 4áóäóò âåðíû ðàâåíñòâà
an = 5 ·

a1 + . . .+ an−1

n− 1
è an−1 = 5 ·

a1 + . . .+ an−2

n− 2
,îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

an =
5

n− 1

(

n− 2

5
an−1 + an−1

)

=
n+ 3

n− 1
an−1.Çíà÷èò, åñëè n > 4, òî ÷èñëî

an =
(n+ 3)(n + 2) · . . . · 7

(n− 1)(n − 2) · . . . · 3
· a3 =

(n+ 3)(n + 2)(n + 1)n

6 · 5 · 4 · 3
· 360 =

= (n+ 3)(n + 2)(n + 1)nÿâëÿåòñÿ öåëûì, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïîëîæèì Sn = a1 + a2 + . . . + an, òîãäà
an+1 = Sn+1 − Sn.Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, âñå ÷òî ÷èñ-ëà Sn �öåëûå. Èç óñëîâèÿ èìååì S1 = 1, S2 = 144, à �îðìó-ëà an+1 = 5 · a1 + a2 + . . .+ an

n
ïðèíèìàåò âèä Sn+1− Sn = 5Sn

n
,îòêóäà Sn+1 = n+ 5

n
Sn. Çíà÷èò, ïðè n > 2 ïîëó÷àåì

Sn+1 =
(n+ 5)(n + 4) · . . . · 7

n(n− 1) · . . . · 2
S2 =

=
(n+ 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)(n + 1)

6 · 5 · 4 · 3 · 2
· 144 =

=
(n+ 5)(n + 4)(n + 3)(n + 2)(n+ 1)

5
.Òàê êàê õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë n + 5, n + 4, n + 3, n + 2, n + 1äåëèòñÿ íà 5, òî ïðè n > 2 ÷èñëî Sn+1 � öåëîå.Êîììåíòàðèé. Ïîëó÷åíî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

an+1 = n+ 4
n

an, ëèáî Sn+1 = n+ 5
n

Sn� 4 áàëëà.Ïîëó÷åíà ÿâíàÿ �îðìóëà äëÿ Sn â çàìêíóòîé �îðìå (òîåñòü Sn+1 =
(n+ 5)(n+ 4)(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)

5 ) � íå ìåíåå 6 áàë-ëîâ.10.4. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíî 2N òî÷åê (N �íàòóðàëüíîå ÷èñëî).8



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíüÈçâåñòíî, ÷òî ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó âíóòðè îêðóæíîñòè ïðîõî-äèò íå áîëåå äâóõ õîðä ñ êîíöàìè â îòìå÷åííûõ òî÷êàõ. Íàçî-âåì ïàðîñî÷åòàíèåì òàêîé íàáîð èç N õîðä ñ êîíöàìè â îòìå-÷åííûõ òî÷êàõ, ÷òî êàæäàÿ îòìå÷åííàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ êîíöîìðîâíî îäíîé èç ýòèõ õîðä. Íàçîâ¼ì ïàðîñî÷åòàíèå ÷¼òíûì, åñëèêîëè÷åñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ åãî õîðäû, ÷¼òíî, èíå÷¼òíûì èíà÷å. Íàéäèòå ðàçíîñòü ìåæäó êîëè÷åñòâîì ÷¼òíûõè íå÷¼òíûõ ïàðîñî÷åòàíèé. (Â. Øìàðîâ)Îòâåò. 1.Ïåðâîå ðåøåíèå. Èíäóêöèåé ïî N äîêàæåì, ÷òî ÷¼òíûõïàðîñî÷åòàíèé íà 1 áîëüøå, ÷åì íå÷¼òíûõ. Äëÿ N = 1 óòâåð-æäåíèå î÷åâèäíî: åñòü ëèøü îäíî ïàðîñî÷åòàíèå, è îíî ÷¼òíî.Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå äëÿ 2N òî÷åê, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òîîíî âåðíî äëÿ 2(N − 1) òî÷åê. Îáîçíà÷èì îòìå÷åííûå òî÷êè
A1, A2, . . . , A2N â ïîðÿäêå îáõîäà îêðóæíîñòè ïî ÷àñîâîé ñòðåë-êå. Ëåììà. Ïóñòü â ïàðîñî÷åòàíèè ó÷àñòâóåò õîðäà A1Ai.Òîãäà ïðè ÷¼òíîì i îíà ïåðåñåêàåò ÷¼òíîå ÷èñëî õîðä, à ïðèíå÷¼òíîì i�íå÷¼òíîå.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü õîðäó A1Ai ïåðåñåêàþò ðîâíî kõîðä. �àññìîòðèì òî÷êè A2, . . . , Ai−1; ðîâíî k èç íèõ ÿâëÿþò-ñÿ êîíöàìè õîðä, ïåðåñåêàþùèõ A1Ai (ïî îäíîìó êîíöó êàæäîéõîðäû). Îñòàëüíûå i− 2− k òî÷åê ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû òî÷åê,ñîåäèíåííûõ õîðäàìè, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþò A1Ai. Òàêèì îá-ðàçîì, ÷èñëî i− 2− k ÷¼òíî, òî åñòü ÷èñëà i è k èìåþò îäèíàêî-âóþ ÷¼òíîñòü. Ëåììà äîêàçàíà. ��àçîáü¼ì òåïåðü âñå ïàðîñî÷åòàíèÿ íà 2N − 1 ãðóïïó
Π2, . . . ,Π2N : â ãðóïïó Πi ïîïàäóò òå ïàðîñî÷åòàíèÿ, â êîòîðûõòî÷êà A1 ñîåäèíåíà ñ Ai. Òåïåðü âûêèíåì èç êàæäîãî ïàðîñî-÷åòàíèÿ èç Πi õîðäó A1Ai; ïîëó÷àòñÿ âñå âîçìîæíûå ïàðîñî-÷åòàíèÿ íà îñòàâøèõñÿ 2N − 2 òî÷êàõ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èí-äóêöèè, ñðåäè íèõ ÷¼òíûõ íà îäíî áîëüøå, ÷åì íå÷¼òíûõ. Ïðèýòîì, åñëè i ÷¼òíî, òî ñîãëàñíî ëåììå ÷¼òíîñòü ïàðîñî÷åòàíèÿïðè âûêèäûâàíèè íå ìåíÿëàñü, à åñëè i íå÷¼òíî, òî ìåíÿëàñü.Çíà÷èò, â êàæäîì èç N ìíîæåñòâ Π2, . . . ,Π2N ÷¼òíûõ ïàðîñî-÷åòàíèé íà îäíî áîëüøå, ÷åì íå÷¼òíûõ, à â êàæäîì èç N − 19



XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâìíîæåñòâ Π3, . . . ,Π2N−1 íå÷¼òíûõ íà îäíî áîëüøå, ÷åì ÷¼òíûõ.Èòîãî, âñåãî ÷¼òíûõ ïàðîñî÷åòàíèé áîëüøå, ÷åì íå÷¼òíûõ, íà
N − (N − 1) = 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Âòîðîå ðåøåíèå. Ïðèâåä¼ì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî øàãàèíäóêöèè.Ïóñòü îòìå÷åííûå òî÷êè �A1, . . . , A2N . �àññìîòðèì âñå ïà-ðîñî÷åòàíèÿ, â êîòîðûõ A2N−1 è A2N ñîåäèíåíû õîðäîé. Ýòàõîðäà íå ïåðåñåêàåòñÿ íè ñ îäíîé äðóãîé. Çíà÷èò, âûáðîñèâ å¼èç êàæäîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïàðîñî÷åòàíèé, ìû ïîëó÷èì âñåïàðîñî÷åòàíèÿ íà òî÷êàõ A1, . . . , A2N−2, ïðè÷¼ì ÷¼òíîñòü êàæ-äîãî èç íèõ ñîõðàíèòñÿ. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, ñðåäè íà-øèõ ïàðîñî÷åòàíèé ÷¼òíûõ íà îäíî áîëüøå, ÷åì íå÷¼òíûõ.Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òîñðåäè âñåõ îñòàëüíûõ ïàðîñî÷åòàíèé ïîðîâíó ÷¼òíûõ è íå÷¼ò-íûõ. �àññìîòðèì ëþáîå èç íèõ; ïóñòü â í¼ì åñòü õîðäû A2N−1Aiè A2NAk. Òåïåðü ¾ïîìåíÿåì ìåñòàìè¿ òî÷êè A2N−1 è A2N , òîåñòü çàìåíèì íàøè õîðäû íà A2NAi è A2N−1Ak. Ïðè ýòîì, åñ-ëè èñõîäíàÿ õîðäà ïåðåñåêàëàñü ñ êàêîé-òî èç îñòàëüíûõ, òî èíîâàÿ õîðäà áóäåò ñ íåé ïåðåñåêàòüñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëèõîðäû A2N−1Ai è A2NAk íå ïåðåñåêàëèñü, òî íîâûå õîðäû áó-äóò ïåðåñåêàòüñÿ, è íàîáîðîò. Èòàê, êàæäîìó îñòàâøåìóñÿ ÷¼ò-íîìó ïàðîñî÷åòàíèþ ìû ñîïîñòàâèëè íå÷¼òíîå, è íàîáîðîò; ïðèýòîì ðàçíûì ïàðîñî÷åòàíèÿì, î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå.Çíà÷èò, îñòàâøèõñÿ ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ ïàðîñî÷åòàíèé ïîðîâíó,÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.Êîììåíòàðèé. Îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ (èëè ñ ðàññìîòðåíè-åì ëèøü êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ) � 0 áàëëîâ.

10



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíü11 êëàññ11.1. Áåñêîíå÷íàÿ âîçðàñòàþùàÿ àðè�ìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ òàêîâà,÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ äâóõ å¼ ÷ëåíîâ � òàêæå ÷ëåí ýòîé ïðî-ãðåññèè. Äîêàæèòå, ÷òî âñå å¼ ÷ëåíû� öåëûå ÷èñëà.(Í. Àãàõàíîâ)�åøåíèå. Ïóñòü a� îäèí èç ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè, à d� å¼ðàçíîñòü. Ïî óñëîâèþ, ÷èñëà a(a + d) è a(a + 2d)� òàêæå ÷ëå-íû ïðîãðåññèè; çíà÷èò, èõ ðàçíîñòü èìååò âèä nd ïðè íåêîòîðîìöåëîì n, òî åñòü a(a + 2d) − a(a + d) = nd, èëè ad = nd. Ïî-ñêîëüêó d > 0, ïîëó÷àåì a = n, òî åñòü a�öåëîå ÷èñëî. Â ñèëóïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ÷ëåíà ïðîãðåññèè, çàäà÷à ðåøåíà.Êîììåíòàðèé. Âåðíî ðàçîáðàí ëèøü ñëó÷àé, êîãäà âñå÷ëåíû ïðîãðåññèè ðàöèîíàëüíû � 1 áàëë.Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí ïðîãðåññèè öåëûé �4 áàëëà.11.2. ×åðåç âåðøèíû îñíîâàíèÿ ÷åòûð¼õóãîëüíîé ïèðàìèäû SABCDïðîâåäåíû ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ïðîòèâîïîëîæíûì áîêîâûìðåáðàì (÷åðåç âåðøèíó A�ïàðàëëåëüíî SC, è òàê äàëåå). Ýòè÷åòûðå ïðÿìûå ïåðåñåêëèñü â îäíîé òî÷êå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷å-òûðåõóãîëüíèê ABCD�ïàðàëëåëîãðàìì. (Í. Àãàõàíîâ)
A

B

C
D

S

P�èñ. 4
�åøåíèå. Ïóñòü P � òî÷êà ïåðåñå-÷åíèÿ äàííûõ ïðÿìûõ. Ïîñêîëüêó PA ‖

‖ SC è PC ‖ SA, òî÷êà P ëåæèò â ïëîñ-êîñòè SAC, à ÷åòûð¼õóãîëüíèê ASCP� ïàðàëëåëîãðàìì. Çíà÷èò, ïðÿìàÿ SPäåëèò îòðåçîê AC ïîïîëàì. Àíàëîãè÷-íî, ïðÿìàÿ SP äåëèò îòðåçîê BD ïî-ïîëàì. Çíà÷èò, ïðÿìàÿ SP ïåðåñåêàåòïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD, è äèàãîíàëè äåëÿòñÿ ýòîé òî÷êîé ïî-ïîëàì. Çíà÷èò, ABCD�ïàðàëëåëîãðàìì.11.3. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíû n > 2 ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ
~a1,~a2, . . . ,~an ñ ðàâíûìè äëèíàìè. Îêàçàëîñü, ÷òî âñå âåêòîðû
−~a1 + ~a2 + . . .+ ~an, ~a1 − ~a2 + ~a3 + . . .+ ~an, . . . ,

~a1 + ~a2 + . . . + ~an−1 − ~an 11



XXXVIII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâòàêæå èìåþò ðàâíûå äëèíû. Äîêàæèòå, ÷òî ~a1+~a2+. . .+~an = ~0.(Â. Ñåíäåðîâ)�åøåíèå. Îòëîæèì âåêòîðû 2~a1, . . . , 2~an èç îäíîé òî÷êè:ïóñòü −−→
OAi = 2~ai. Òîãäà âñå òî÷êè A1, . . . , An ðàçëè÷íû è ëåæàòíà îêðóæíîñòè ω ñ öåíòðîì O.Ïóñòü ~s = ~a1 + ~a2 + . . . + ~an. �àññìîòðèì òî÷êó S òàêóþ,÷òî −→

OS = ~s; ïî óñëîâèþ, âñå âåêòîðû ~s − 2~ai èìåþò îäíó è òóæå äëèíó r. Ïîñêîëüêó −−→
SAi =

−−→
OAi−

−→
OS = 2~ai−~s, ýòî îçíà÷àåò,÷òî âñå òî÷êè A1, . . . , An ëåæàò íà îêðóæíîñòè Ω ñ öåíòðîì S èðàäèóñîì r.Èòàê, îêðóæíîñòè ω è Ω èìåþò n > 2 îáùèõ òî÷åê. Ýòîçíà÷èò, ÷òî îíè ñîâïàäàþò, à òîãäà è èõ öåíòðû ñîâïàäàþò, òîåñòü ~s = ~0. Ýòî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.11.4. �ëàâíàÿ àóäèòîðèÿ �èðìû ¾�îãà è êîïûòà¿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéêâàäðàòíûé çàë èç âîñüìè ðÿäîâ ïî âîñåìü ìåñò. 64 ñîòðóäíè-êà �èðìû ïèñàëè â ýòîé àóäèòîðèè òåñò, â êîòîðîì áûëî øåñòüâîïðîñîâ ñ äâóìÿ âàðèàíòàìè îòâåòà íà êàæäûé. Ìîãëî ëè òàêîêàçàòüñÿ, ÷òî ñðåäè íàáîðîâ îòâåòîâ ñîòðóäíèêîâ íåò îäèíàêî-âûõ, ïðè÷åì íàáîðû îòâåòîâ ëþáûõ äâóõ ëþäåé çà ñîñåäíèìèñòîëàìè ñîâïàëè íå áîëüøå, ÷åì â îäíîì âîïðîñå? (Ñòîëû íàçû-âàþòñÿ ñîñåäíèìè, åñëè îíè ñòîÿò ðÿäîì â îäíîì ðÿäó èëè äðóãçà äðóãîì â ñîñåäíèõ ðÿäàõ.) (Ê. ×óâèëèí)Îòâåò. Ìîãëî.�åøåíèå. Îáîçíà÷èì ïåðâûé îòâåò íà êàæäûé âîïðîñ ÷å-ðåç íóëü, à âòîðîé � ÷åðåç åäèíèöó. Òîãäà êàæäîìó íàáîðó îò-âåòîâ ñîîòâåòñòâóåò íàáîð èç øåñòè íóëåé è åäèíèö. Àóäèòîðèþáóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå òàáëèöû 8×8, â êëåòêè êîòîðîé ðàñ-ñòàâëÿþòñÿ íàáîðû èç øåñòè öè�ð. Íàì òðåáóåòñÿ çàïîëíèòüòàáëèöó òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå ïî âåðòèêàëè èëè ãîðèçîíòàëè íà-áîðû ñîâïàäàëè íå áîëåå ÷åì ïî îäíîé öè�ðå. ×¼òíîñòüþ íàáîðàáóäåì íàçûâàòü ÷¼òíîñòü ñóììû åãî öè�ð.Ïîêàæåì ñíà÷àëà, êàê çàïîëíèòü êëåòêè òàê, ÷òîáû ñîñåä-íèå íàáîðû ðàçëè÷àëèñü ðîâíî ïî îäíîé öè�ðå. Ïóñòü â íàáî-ðàõ ëþáîé ñòðîêè ïîñëåäíèå òðè öè�ðû îäèíàêîâû, à ïåðâûåòðè îïðåäåëÿþòñÿ ñëåâà íàïðàâî òàê: 000, 001, 011, 010, 110,12



�åãèîíàëüíûé ýòàï, 2011�2012 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíü
100, 101, 111. Òîãäà ëþáûå äâà ñîñåäíèå ïî ãîðèçîíòàëè íàáî-ðà ðàçëè÷àþòñÿ ðîâíî ïî îäíîé öè�ðå. Â êàæäîì ñòîëáöå ïî-ñëåäíèå òðè öè�ðû îïðåäåëèì òàêèì æå îáðàçîì ñâåðõó âíèç.Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èòñÿ, ÷òî ëþáûå äâà ñîñåäíèå ïî âåðòèêàëèíàáîðà ðàçëè÷àþòñÿ ðîâíî ïî îäíîé öè�ðå. Îñòàåòñÿ çàìåòèòü,÷òî âñå íàáîðû ðàçëè÷íû, ïîñêîëüêó íàáîðû èç ðàçíûõ ñòîëá-öîâ îòëè÷àþòñÿ â ïåðâûõ òð¼õ öè�ðàõ, à èç ðàçíûõ ñòðîê � âîâòîðûõ òð¼õ. 0000 0100 1100 10000001 0101 1101 10010011 0111 1111 10110010 0110 1110 1010�èñ. 5

Ïîêðàñèì òåïåðü âñå êëåòêè òàá-ëèöû â áåëûé è ÷¼ðíûé öâåòà âøàõìàòíîì ïîðÿäêå òàê, ÷òîáû ëåâàÿâåðõíÿÿ êëåòêà áûëà áåëîé. Òîãäà âñå÷¼òíûå íàáîðû ïîïàäóò â áåëûå êëåò-êè, à âñå íå÷¼òíûå � â ÷¼ðíûå. Â êàæ-äîì íàáîðå â ÷¼ðíûõ êëåòêàõ çàìåíèì åäèíèöû íà íóëè, à íó-ëè� íà åäèíèöû. Çàìåòèì, ÷òî ïðè òàêîì îáðàùåíèè ÷¼òíîñòüíàáîðà íå èçìåíèòñÿ, ïîýòîìó ïî-ïðåæíåìó âî âñåõ áåëûõ êëåò-êàõ áóäóò ÷¼òíûå íàáîðû, à âî âñåõ ÷¼ðíûõ � íå÷¼òíûå. Ïðèýòîì âñå íå÷¼òíûå íàáîðû áóäóò ïîïàðíî ðàçëè÷àòüñÿ (â ïðî-òèâíîì ñëó÷àå êàêèå-òî äâà íàáîðà ñîâïàäàëè áû äî îáðàùå-íèÿ), àíàëîãè÷íî âñå ÷¼òíûå áóäóò ïîïàðíî ðàçëè÷àòüñÿ. Çíà-÷èò, è âñå íàáîðû áóäóò ðàçëè÷íû. Íàêîíåö, ëþáûå äâå ñîñåä-íèå êëåòêè èìåþò ðàçíûå öâåòà, è, ïîñêîëüêó äî îáðàùåíèÿ íà-áîðû â íèõ ðàçëè÷àëèñü ðîâíî ïî îäíîé öè�ðå, ïîñëå îáðàùå-íèÿ íàáîðû áóäóò ñîâïàäàòü ðîâíî ïî îäíîé öè�ðå.Íà ðèñ. 5 ïîêàçàí ïðèìåð àíàëîãè÷íîé ðàññòàíîâêè äëÿêâàäðàòà 4× 4.Êîììåíòàðèé. Òîëüêî îòâåò � 0 áàëëîâ.Ïðàâèëüíûé ïðèìåð áåç îáîñíîâàíèÿ èëè ñ íåâåðíûì îáîñ-íîâàíèåì � 3 áàëëà.
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